Sur la combinatoire des codes à deux mots  by Rest, Evelyne Barbin-le & Rest, Michel Le
Theoretical Computer Science 41 (1985) 61-80 
North-Holland 
61 
SUR LA COMBINATOIRE DES CODES A DEUX MOTS 
Evelyne BARBIN-LE REST 
Laboratoire d'lnformatique, Universit6 du Maine, 72000 Le Mans, France 
Michel LE REST 
Laboratoire d'Informatique, Universit6 de Rouen, 76130 Mont-Saint-Aignan, France 
Communicated by D. Perrin 
Received May 1984 
Revised May 1985 
R~sum~. Nous montrons que si X est un code compos6 de deux mots x et y, alors un mot de 
X +, suflisamment long, admettant deux X-interpretations disjointes est n6cessairement facteur 
d'un mot de x*, ou de y*, ou d'une puissance d'un mot imprimitif appartenant ~ x+y u xy +. 
Abstract. We show that, with a two-word code X = {x, y}, any long enough word of X + admitting 
two disjoint X- interpretations is a factor of a word of x*, or y*, or a power of an imprimitive 
word of x+ y u xy +. 
Introduction 
Nous d6montrons, dans cet article, un r6sultat combinatoire sur les mots reli6/L 
la th6orie des codes et/~ celle des 6quations en roots. Ce r6sultat reprend un article 
de Lentin et Schiitzenberger [5] dont nous rappelons la substance ci-dessous. 
Soit A un alphabet fini engendrant le monoide libre A*. Nous notons 1 le mot 
vide et A += A*\{1}. Consid6rons X = A + un code, c'est a dire, une partie de A + 
engendrant librement le sous-monoide X* de A*. 
Nous appelons X-interpr6tation d'un mot w de A* un triplet (q, d,p) tel que 
w = q@, d ~ X*,  p et q respectivement facteurs droit et gauche d'un mot de X [10]. 
Deux X-interpr6tations (q, d, p) et (q', d', p') d'un w de A* sont dites adjacentes 
s'il existe d~, d2, d~, d [~X*  tels que d = dtd2, d'= d~d~, qd~= q'd~, ~t d2p = dip'. 
Deux X-interpr6tations on adjacentes sont dites disjointes. Nous montrons que si 
X est un code compos6 de deux mots x et y, alors un mot de X +, sufiisamment 
long, admettant deux X-interpr6tations disjoints est n6cessairement facteur d'un 
mot de x*, ou de y*, ou d'une puissance d'un mot imprimitif appartenant a x+y u xy + 
(Th6or~me 3.9). 
Nous montrons, en outre, que l'existence d'un mot de X + admettant deux 
X-interpr6tations disjointes est li6e/l des propri6t6s de conjugaison de x et y (deux 
mots sont conjugu6s 'ils se d6duisent l'un et l'autre par permutation circulaire des 
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lettres) et d'imprimitivit6 de mots de X* (un mot est imprimitif s'il est puissance 
d'un mot autre que lui-m~me, sinon il est primitif). Notre travail complete le r6sultat 
de Lentin et Schiitzenberger [5], montrant que si X* contient des mots X-primitifs 
et imprimitifs, alor x*y  u xy* contient un mot imprimitif, et d6montre de mani~re 
directe et purement combinatoire l r6sultat de Spehner [11] prouvant que les mots 
X-primitifs et imprimitifs ont les X-conjugu6s du mot imprimitif appartenant 
x +y w xy + (Th6or~me 4.2). 
Ces derniers r6sultats ont insuffisants pour caract6dser la situation d'existenee 
d'un mot de X ÷ admettant deux X-interpr&ations disjointes. Pour ce faire, nous 
utilisons une d6marche proche de celle d'Ehrenfeucht e al. [ 1] et Karhum~iki [2, 3] 
qui consiste ~ analyser finement les diverses mani~res dont on peut prolonger un 
mot de X ÷ pour qu'il admette deux X-interpr&ations disjointes. 
Les r6sultats obtenus dans cet article rendent possible une classification syntaxique 
des sous-monoides h deux g6n6rateurs du monoide libre [6, 7]. 
1. R~sultats preliminaires 
Nous donnons ici les d6finitions et r6sultats n6cessaires pour la compr6hen- 
sion des parties suivantes. Les d6monstrations omises sont triviales ou contenues 
darts [8]. 
Nous consid6rons X une partie finie de A*. La longueur d'un mot w de A* est 
not6e Iwl, et nous disons que u ~ A* est facteur gauche, droit, ou central de w suivant 
que w ~ uA*, w ~ A 'u ,  ou w ~ A*uA* .  
1.1. Codes 
D6finition 1.1. Une partie X de A* est un code si tout mot de X* admet une unique 
I I ! factorisation en roots de X: x lx : . . ,  xn =x lx2 . . .  Xm avec x ieX  pour tout i~ 
{1, . . . ,n},  x~eX pour tout j~{1, . . . ,m} implique n=m et x i=x[  pour tout 
i~{1, . . . ,  n}. 
Si X est un code et w e X*, runique factorisation de wen mots de X s'appelle 
une X-factorisation de w, et tout mot u de X* tel que w = wluw2 avec w~ e X*, 
w2 e X* s'appeUe un X-facteur de w. 
Nous rappelons, concemant les codes, les deux r6sultats uivants [8]. 
Proposition 1.2. X c A + est un code.si et settlement si, pour tout wl, w2~ X*  et pour 
tout w ~ A*, wwl ~ X*  et w2w ~ X*  implique w ~ X* .  
Proposition 1.3. Si card X = 2, alors X est un code si et seulement si les deux roots 
de X ne sont pas puissances d 'un m~me mot. 
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1.2. Pr imit iv~ et conjuguaison 
D~finition 1.4. Un mot w de A* est impr imi t i f  s'il est puissance d'un mot de A* 
autre que lui-m6me, c'est ~ dire, s'il existe z ~ A* et un entier n > 1 tel que w = z". 
Dans le cas contraire, west  dit primitif .  
Un mot w de X* est X-pr imi t i f  s'il n'est puissance d'aucun autre mot de X*. 
Les deux propositions uivantes ont classiques [8]. 
Proposition 1.5. Tout  mot  w de A*  s'dcrit de mani~re unique comme pu issance d 'un  
mot  pr imi t i f  z. Le  mot  est appel~ la racine de w. 
Proposition 1.6. Soient  x, y ~ A*, si xy  = yx, a lors x et y sont  pu issances d '  un m~me mot. 
La proposit ion suivante signifie qu'un mot primitif 'ne chevauche pas' son carr6. 
Proposition 1.7. Soit  w ~ A + tel que uwv = w 2 avec u, v ~ A +. Alors: 
(1) west  imprimit i f .  
(2) II existe z ~ A +, pr imit i f ,  tel que u, w, v ~ z +. 
D6monstration. Soient wt, w2 ~ A + tels que w = uwl  = wl w2 = w2o. Nous en d6duisons 
que [u[ = Iw l. Puisque u et w2 sont deux facteurs gauche ss de w de m~me longueur, 
nous avons u = w2. Par cons6quent, w = w~w2 = w2w~. D'apr~s les Propositions 1.6 
et 1.5, west  imprimitif  et w~, w2, w sont puissances d'un m~me mot primitif. [] 
W W 
| 
1 
W 1 W 2 ] 
| 
! 
U W V 
D6finition 1.8. Deux mots x,  y ~ A*  sont conjuguds s'il existe u, v e A* tels que 
x = uv et y = vu. Nous disons que x et y sont X-con jugu~s si u, v ~ X* .  
La conjuguaison est une relation d'6quivalence. Six est imprimitif et y est conjugu6 
de x, alors y est imprimitif et x et y sont puissances de deux mots primitifs conjugu6s. 
Proposition 1.9. Si x, y ~ A + sont  distincts, conjuguds et primit i fs,  les mots  u, v ~ A + 
tels que x = uv et y = vu sont  uniques. 
D~monstration. Supposons qu'il existe u, v, g, l ~ A + tels que x = uv  = gl et y = vu  = lg 
avec u # g. Supposons lu] <lgl- Puisque uv = gl, il existe k~ A + tel que g = uh et 
v = kL L'6quation vu = ig implique y = hlu = luh, donc het  lu sont puissances d'un 
m~me mot (Proposition 1.6), ce qui contredit la primitivit~ de y. [] 
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Proposition 1.10. Soient x, y, z ~ A +. Si xy = yz, alors il existe g E A*,  I ~ A +, i ~ [~, 
n ~ N uniques tels que x = (gl) i, z = (Ig) i, y = (gl)"g, et gl primitif. 
D~monstration. Pour tout n ~ N*, nous avons xny = yz". Choisissons m ~ N* tel que 
mlxl ~ lyl ~< (m+ 1)lxl. II existe u, v ~ A* tels que z = vu, x m+~ =yv et y = uz ~. Par 
cons6quent, x= uv et y = (uv)mu. Le r~sultat s'en d~duit en consid~rant les roots 
primitifs et conjugu6s dont x et y sont les puissances. [] 
Th6or~me 1.11 (Fine et Wilf (voir [8])). Soient x, y ~ A +. S' i l  existe deux puissances 
de x et y possddant un facteur  (respectivement gauche ou droit) commun de longueur 
sup$rieure ou ~gale fi Ix I + lyl- pgcd(Ixl, lyl), alors x et y sont puissances de deux mots 
conjuguds ( respectivement du m~me mot). 
Par des consid6rations sur les longueurs des mots, nous en d6duisons ais6ment 
le r6sultat suivant. 
Corollaire 1.12. Soit x ~ A +. S" il existe g, l, u, v ~ A*  et des entiers m, n >t 2 tels que 
x = (gOng = (uv)mu, avec gl et uv primitifs, alors g = u, l = v, et n = m. 
Nous d6duisons du th6or~me de Fine et Wilf le r6sultat suivant qui signifie qu'un 
code ~ deux roots est h d61ai de d6chiffrage born6. 
Proposition 1.13. Soit X = {x, y} c A + un code. Si wl ~ X + et w 2 E X + sont tels que x 
et y sont respectivement X-facteurs gauches de wl et w2, alors wl et w2 ont un facteur 
gauche commun de longueur infdrieure strictement ti Ix I + lyl -pgcd(Ixl + lYl). 
D~monstration. Nous avons Ixl ~ lyl donc prenons, par exemple, Ixl > lyl- Supposons 
que Wl et Wz aient un facteur gauche commun w de longueur Ixl + ly l -  pgcd(Ixl, lyl), 
nous montrons que west facteur gauche de x 2 et d'un mot de y+, ce qui contredit 
l'hypoth~se X code d'apr~s le th~or~me de Fine et Wilf. 
Puisque y est facteur gauche de x, que x e ou xy est X-facteur gauche de wl, nous 
concluons que west  facteur gauche de x 2. Soit i ~ N + tel que yix soit X-facteur 
gauche de w2. Si Iwl<-ly'l, alors w est facteur gauche de yi. Si Iwl>ly'l, alors il 
existe u ~ A +, facteur gauche de x, tel que w = yiu. Puisque x est facteur gauche de 
w, u est facteur gauche de w et il existe v e A + tel que wzy~u = uv. 
D'apr~s la Proposition 1.10, il existe g ~ A +, l ~ A ÷ tels que gl primitif, y~ ~ (gl) +, 
et w ~ (gl)+g. Nous en d6duisons, d'apr~s la Proposition 1.6, que y ~ (gl) + et que w 
est faeteur gauche d'un mot de y+. [] 
Remarque. Nous avons un 6nonc6 identique concemant les facteurs droits de wl 
et w2. 
Les r6sultats qui. suivent sont des cons6quences non triviales du th6or~me de Fine 
et Wi l l  Le premier est dfi/ l  Lyndon et Schiitzenberger [9]. 
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Th~or~me 1.14 (Lyndon et Schiitzenberger [9]). Soient x, y, z ~ A +. Si xiy j = z r avec 
i,j, r >~ 2, alors x, y, et z sont puissances d' un m~me mot. 
Une cons6quence imm6diate st que, si X = {x, y} est un code avec x et y v6rifiant 
une 6quation xiy j=  z ;  alors i ou j est 6gal/l 1. De plus, on peut montrer [2] que 
x 
si Ixl/> lyl et i > 1, alors i = r = 2 et j = 1. 
Les cons6quences suivantes ont dues/ l  Lentin et Schiitzenberger [5]. 
Proposition 1.15. Soient x, y ~ A +, conjugu~s et primitifs, alors xy* u x*y  ne contient 
pas de mot imprimitif. 
Proposition 1.16. Soient x, y ~ A +, alors xy + w x+ y contient au plus un mot imprimitif. 
1.3. Interpretations 
Soit X c A +. Notons P et Q, respectivement, l 'ensemble des facteurs gauches et 
droits des mots de X. 
D6finition 1.17. On appelle X-interprdtation d'un mot w de A* tout triplet (q, d, p) 
appartenant ~ QX*P  tel que w = qdp. 
Deux X-interpr&ations (q, d, p) et (q', d', p') de w e A* sont dites adjacentes 'il 
existe dl, d2, d~, d~ ~ X*  tels que d = did2, d' = ' ' = ' = did2,  qdl q'dl ,  et d2p d[p' .  
Deux X-interpr&ations de w non adjacentes ont dites disjointes. 
q 
q, 
dl  d 2 
P 
d~ d~ 
Exemple 1.18. Soient A = {a, b} et X = {x, y} des codes tel que x = ababa et y = baab, 
le mot x 2 admet deux X-interpr6tations disjointes: (1, x 2, 1) et (aba, y, aba). Nous 
X X 
ababaababa 
abababaa  bababa 
X y X 
constatons que x+y u xy + contient un mot imprimitif, x2y = (ababaab) 2, et que tout 
mot de X* qui admet deux X-interpr6tations disjointes est facteur d'un mot de 
(x2y) +. 
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2. Un  r~sultat fondamenta l  
Th60r~me 2.1. Soit X = {x, y} c A + off x et y sont primitifs et non conjuguds tels que 
[xl~>ly 1. S ix  2 admet une X-interpretation (q,d,p)  disjointe de (1, x2,1), soient 
wl ~ P, w2 ~ Q tels que w~ q ~ X et pw2 ~ X, alors d = yet  wl q = pw2 = x. 
D6monst ra t ion .  Nous avons  WlX2W2~_X +. Puisque x et y ne sont pas conjugu6s, 
d'apr6s le th6or~me de Fine et Wilf, WlXEWEJ~ y+. Puisque x est primitif, d'apr6s la 
Proposition 1.7, x est X-facteur gauche ou droit de wlxEw2. 
Supposons d 'abord que WlX2W2 ~. xy +. NOUS traiterions de fa~on sym6tdque le 
cas off WlX2W2 E y+x. 
Soit N ~ N + tel que w~x2w2 = xy N. I1 existe w3 ~ A ÷ tel que w~x = xw3 et w3xw2 = yN. 
D'apr~s le th60r~me de Fine et Wilf, puisque x et y ne sont pas conjugu6s, nous 
avons Iw l < [Yl- D'apr~s la Proposition 1.10, il existe g, l~ A + distincts et i, n ~N* 
X X 
w 1 w 
I ; ! 
! ! 
I , 
Y y Y 
X 
tels que wl = (gl) i, w3 = (lg)~, x = (gO"g, et gl primitif. D'apr~s le th6or~me de Fine 
et Wilf, puisque yet  gl ne peuvent pas &re conjugu6s, Ix[ < Igl[ + [y[. Par cons6quent, 
NIyl =lw3l+lyl+lxl+lw2l < 4[y[, et N= 2 ou N= 3. Soit h e A + tel que y= w3 h. 
Si N = 2, alors, h(lg)'h = (gl)"gw2, avec ly[ --Ih(Ig)'[ < Ixl = I(gl)"gl. Puisque Ig est 
primitif, nous en d6duisons d'apr~s la Proposition 1.7 que h ~ (g/)*g et h E (lg)*w2. 
Si h ~ (/g)+w2, alors gl = lg et gl n'est pas primitif. Sinon, h = w2 et y = (g/)"-ig(Ig)~ 
est conjugu6 de x. Nous obtenons donc toujours une contradiction. 
Si N=3,  alors h(Ig)'h(lg)'h=(gl)"gw2, avec Ih(Ig)'l<l(gl)"gl et Iw21<l(lg)'hl. 
Puisque lg est primitif, nous en d6duisons d'apr~s la Proposition 1.7 que h E (gl)*g 
et h( lg)ih e ( lg)*w2. Puisque Iw l < l( lg)'hl, h( lg)ih ~ ( Ig) + w2. 
Par cons6quent, gl = Ig et gl n'est pas primitif. Nous obtenons une contradiction. 
Nous avons ainsi montr6 que, n6cessairement, wIXEW2 ~. xy+x,. Soit N ~ N + tel que 
WlX.2W2= x.yNx.. I1 existe w3, w4~ A + tels que wlx = xw3, xw2 = w4x, et yN= waw4. 
D'apr6s la Proposit ion 1.10, il existe g, l, u, v ~ A + et i,j, n, m ~ ~l* tels que wl = (g/)~, 
w3 = (/g)i, x= (g0"g, w4 = (uv) ~, w2=(vu) j, x=(uv)  mu, et gl, uv primitifs. Nous 
avons i<~ n, j<~ m, yt¢ = (lg)i(uv)j, et x = g/"g = (uv)mu. 
X × 
! 
f 
I 
I 
I w3 , "4 
I 
I 
! 
X X 
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Nous faisons, dor6navant, l 'hypoth~se que N # 1. Puisque les deux X-interpr&a- 
tions sont disjointes, nous avons y # lg, y # uv, et Ig ~ uv. D'apr~s la Proposition 
1.15, uv#gl  et I g# vu. Puisque g l#uv ,  d'apr~s le Corollaire 1.12, nous avons 
n6cessairement  = 1 ou m = 1. Nous supposons que n = 1, saehant que l'hypoth~se 
m---1 conduit h un raisonnement identique. S in  = 1, alors i = 1. Examinons les 
deux hypotheses m # 1 et m = 1 et montrons qu'elles conduisent ~des impossibilit6s. 
Supposons, d'abord, que m#l .  Puisque g lg=(uv)mu et l g~uv ,  d'apr~s le 
th~or~me de Fine et Wilf, nous avons ]g[ < luol. Par cons6quent, il existe k ~ A + tel 
que uv = gk et lg = k(uv)n-~u. Puisque y # uv, d'apr~s le th6or~me de Fine et Wilf, 
l'~galit6 yN = lg(uv)J  implique 
jluvl < luvl + lyh (1) 
et les ~galit6s glg = (uv)mu et yN= lg(uv)J impliquent [lgl < lyl +luvl, c'est h dire, 
Ik(uv) - ul <luvl+lYl. (2) 
g I g 
U 
UV UV UV 
Si lY[ <luv], alors, d'apr~s les in6galit6s (1) et (2), nous avons n6cessairement 
j = 1 et m = 2. Par eons6quent, y N = kuvuuv, avec y facteur droit de uv et y primitif, 
done, d'apr~s la Proposition 1.7, kuv ~ y÷ et uuv ~ y+. L'in~galit6 (2) implique 
Ikl+lul<lyl d'o~, k= u. L'6galit6 k= u est contradictoire. En effet, si k= u, alors 
uv = gu et lg = uuvu. Soit h ~ A ÷ tel que vu = hg; nous avons uvu = uhg = gu 2, 
done uh et u = sont des mots eonjugu6s. Nous en d6duisons que u = h et gu = uv, 
ug = vu, ee qui est impossible d'apr~s la Proposition 1.9. 
Si lyl > luvl, alors Nlyl = Ilgl +jluv} < 2ly} + 2Juvl < 41yl, done N = 2 ou N = 3. La 
supposition N=2 implique n~eessairement, d'apr~s les in6galit6s (1) et (2), que 
m "~<j  < m -½, done que j = m - 1. Par eons6quent, y = k(uv)m- lu (uv)  m-1. Nous 
en d~duisons, eomme dans le raisonnement pr~e6dent, l'~galit6 contradictoire k = u. 
La supposition N = 3 donne y3 = k.(tto)m-lu(ut~)j et aboutit ~ nier la pfimitivit6 de 
uv ou de y. 
Supposons, maintenant,  que m = 1, alors j = 1, x = gig = uvu et yN = lguv. Sup- 
posons, par exemple, que Igl > lul. Alors il existe s ~ A + tel que gls = uv et g = su. 
Par cons6quent, x = sulsu et yN = Iggls = Isusuls. Puisque yet  x ne sont pas eonjugu6s 
O I g 
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nous avons, d'apr6s le th6or6me de Fine et Wilf, que NlYl < lyl+lxl. Nous en 
d6duisons que luvl < lyl + Igl, Ilgl < lyl ÷ lul et [yl > Ilsl. 
Si Igl > lyl, alors yN = lggls implique, d'apr~s le th6or~me de Fine et Will, que 
g = su est conjugu6 d'un mot de y+. Par cons6quent, il existe t ~ A + tel que st = ls, 
y = lls = Ist, et stl facteur gauche de g. D'autre part, u est facteur ghuche de g et tls 
est facteur gauche de u, donc tls est facteur gauche de g. Nous en d6duisons que 
stl = tls, d'o6 t = l et y = lls = Isl est imprimitif d'apr~s la Proposition 1.6. 
g g 
|I( );,1( )1.1 
! 
- I  
! 
u ~ u 
! 
• , ! 
, i [ 
i [ I 
I 
i t I s i I t 
I t ! i ! 
l l o 
l | ! 
Y Y Y Y Y 
Si Igl<lYl, alors lu l<lg l  et Nly l= l lg l+ luv l<41y l ,  d'o  N=2 ou N=3.  La 
supposition N = 2 donne y2 = lggls, donc il existe g!, g2 e A + tels que y = Iggl = g21s 
et g=glg2 .  Nous en d6duisons que (/g)2=ig~g21su=lg~igs~u donc que Ig est 
imprimitif, d'apr6s la Proposition 1.7. La supposition N = 3 donne y3 = Isusuls, donc 
il existe ul, u2, u3, u4e A + tels que y = lsu~ = u2su3 = u41s et u = ulu2 = u3u4. Puisque 
[u{ <[y[, nous avons [ul[ =lu,  I <lu2[ = [u3l. Par cons6quent, il existe k ~ A + tel que 
u3 = ulk, u2 = ku4, et y = Isul = ku4sulk  = u41s. Puisque Isu~ = u41s, d'apr6s la Proposi- 
tion 1.10, il existe t, v~ A + tels que u4~ ( tv)  +, ul ~ (vt)  +, y~ (tv)+t, et tv primitif. 
Nous en d6duisons que k~(tv )  + et k~(vt )  +, done tv=vt ,  ce qui contredit 
l'hypoth~se tv primitif. 
Nous avons ainsi montr6 que l'hypoth~se N # 1 conduit, dans chaque cas de 
figure possible, h des impossibilit6s ou contradictions. Par cons6quent, N = 1 et le 
th6or~me st d6montr6. [] 
Corollaire 2.2. Soit X = {x, y} c A + off x et y sont primit i fs et non conjuguds tels que 
Ixl I> lyl. Toute X- interprdtat ion de x 3 est adjacente fi (1, x 3, 1). 
3. Interpretations et imprimitivit~ 
Consid6rons X = {x, y} un code de A +, nous d6crivons dans les propositions 
suivantes les conditions d'existence d'un mot w ~ X + qui admette une X-interpr6ta- 
tion disjointe de (1, w, 1). 
Lemme 3.1. Soit X = {x, y}  c A + off x et y sont primit i fs et non conjugu6s tels que 
Ix] >-lY[. Si x2y admet  une  X- interpretat ion (q, d ,p )  disjointe de (1, x2y, 1), soient 
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us ~ P, u2 ~ Q tels que ul q ~ X,  pu 2 E X ,  alors" 
(I) x2Y est imprimitif, 
(2) d =yx, us =p, u2 = q, e tx  =pq. 
D6monstration. D'apr6s le Th6orbme 2.1, xyx est X-facteur gauche de Ulx2yu2 . Si 
ulx2yu2 = (xy) 2, alors, d'apr6s la Proposition 1.7, xy est imprimitif et il existe z ~ A +, 
primitif, i t> 2 et j  i> 1 tels que xy = z iet usx = z j. Puisque Ix[ I> [y[, nous avons Iz[ <~ Ixl, 
donc x est facteur gauche et droit de z k avec k >I 2. Puisque z est imprimitif, nous 
en d6duisons que x, us, et z appartiennent/~ z +, ce qui contredit nos hypoth6ses: 
Par cons6quent, usx2yu2 = xyx 2 et, d'apr6s la Proposition 1.7, x2y est imprimitif. 
Nous avons Usx2y = xyxp, ul et p sont deux facteurs gauches de x de m~me longueur, 
doncus=p,  u2=qetx=pq.  [] 
x x Y 
! 
! 
u I =P  q P [ U2=q 
1 
, ! 
x y x x 
Remarque. Nous avons Un 6nonc6 'sym6trique'/L celui du Lemme 3.1 pour le mot yx:. 
Proposition A. Soit X = {x, y} c A + off x et y sont primitifs et non conjuguds tels que 
Ix[ >t [Yl. S" il existe w ~ X + tel que 
- w admet une X-interpr~.tation disjointe de (1, w, 1), 
- x2 est X-facteur de w, 
- Iwl ~ 2lxl  + lyl. 
Alors x2y est imprimitif et w est X-facteur d'un mot de (x2y) +. 
D6monstration. Chaque X-facteur u de w admet une X-interpr6tation disjointe de 
(1, u, 1). Par hypoth6se t d'apr~s le Corollaire 2.2, w admet un X-facteur u 6gal/l 
x2y ou/L yx 2. Prenons u = x2y, l'autre possibilit6 se r6solvant de la m6me mani6re, 
et notons v l~X* ,  v2~X*  tels que w=vsuv2. D'apr~s le Lemme 3.1, x2y est 
imprimitif. 
Supposons v2 # 1. D'apr~s le Lemme 3.1, il existe p ~ Q, q ~ Q tels que px2yq = 
xyx 2. D'apr~s l'6nonc6 "sym6trique' du Lemme 3.1, x est X-facteur gauche de v2. 
Supposons v2 # g Puisque x est primitif, il existe u ~ Q tel que px2yxu = xyx2y. 
D'apr~s le Lemme 3.1, x 2 est X-facteur gauche de v2. Supposons v2 ~ x 2. D'apr~s 
l'6nonc6 'sym6tfique' du Lemme 3.1, il existe v e Q tel que px2yx2v = (xyx) 2. Les 
mots v et q sont deux facteurs gauches de x de mSme longueur, doncv  = p. Nous 
sommes revenues/l la situation initiale et nous pouvons recommencer le processus. 
Nous raisonnons de mSme avec vs et nous concluons que west  X-facteur d'un 
mot de (x2y) +. [] 
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x x y x x 
p q I u I , v=q 
I I 
, ~ 
x Y x x y x 
Lemme 3.2. Soit X = {x, y} c A + oft x et y sont primitifs et non conjugu6s tels que 
Ixl >1 ly[. Si i >>- 2 est tel que xy~x admet une X-interpr6tation disjointe de (1, xy~x, 1), 
alors xy' est imprimitif. 
D6monstration. Soit (q, d, p) une X-interpr6tation de xy~x disjointe de (1, xyix, 1), 
il existe ul e P, u2 e Q tels que u~q ~ X et pu2 e X. Puisque y est primitif, d'apr~s la 
Proposition 1.7, il existe v~ e X +, v2e X + tels que u~xy~xu2 = v~xv2. Puisque x est 
primitif et i~  > 2, d'apr~s le Th60r~me 2.1, yxy est X-facteur de u~xy~xu2 = vlxv2. 
Puisque x est primitif et i ~> 2, d'apr~s le Th60r~me 2.1, yxy est X-facteur de u~xy~xu2. 
Puisque y est primitif, nous avons 
Iv,xyl > [u,xy'l (3) 
et 
lyxv=l > ly'xu21. (4) 
Notons je t  k les entiers maximaux tels que yJxy k soit X-facteur de ulxyixu2. 
Supposons que j  < i et k < i. Si vl = y J, l'in6galit6 (3) impliquej I> i. Par consequent, 
vl = xy j, et xy j est facteur de xyJxy. Nous en d~duisons, d'apr~s la Proposition 1.7, 
que xy j est imprimitif. De m6me, nous montrons que v2=ykx et que xy k est 
imprimitif. D'apr~s la Proposition 1.16, j=  k et il existe z e A +, primitif, tel que 
xyJxy k e z +, u~ e z +, et Izl < Ixl. Par cons6quent, xyix est facteur gauche de z", avec 
n I> 2, et z est facteur gauche de x. Puisque z est primitif, xy '= z" ,  avec m I> 2. 
D'apr~s la Proposition 1.16, i =j ,  ce qui est contradictoire. 
Ainsi, nous pouvons upposer, par exemple, que j I> i. L'hypoth~se k >~ i se traite 
de mani~re sym6trique. 
Si lynx I> [u~xy21, alors, yi &ant facteur droit de v~, le mot y~x est facteur de xy~x. 
D'apr~s la Proposition 1.7, xy iest  imprimitif. 
Si Iv~xl > [ulxy~l, alors j = i et vl = yJ. II existe u3 e A + tel que ulxy ~= yixu3, ul et 
u2 sont deux facteurs gauches de y de m6me longueur donc Ul = u3. Si Ivd < lu~xl 
(respectivement Iv~l>lu~xl), il existe yeA + tel que v est facteur gauche de x 
(respectivement de y) et u~x = yiv (respectivement u~x = y~-~ v), donc xy~x est facteur 
X X 
I I ! t ! 
I I I I 
' p ! , u I q v , 3=Ul  , 
! I 
I I I I 
I ! I I 
I I 
Y Y Y y 
X 
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de yixyix (respectivement de yixyi). D'apr~s la Proposition 1.7, xy ~ est 
irnprimitif. [] 
Exemple 3.3. Consid6rons x = baab et y = aba, let mot xy2x admet une X-interpr6ta- 
tion disjointe de (1, xy2x, 1) et nous avons xy 2= (baaba)2: 
x y y x 
a baa  ba  b aa  ba  baaba 
y y x y y 
Lemme 3.4. Soit X = {x, y} c A ÷ off x et y sont primitifs et non conjuguds tels que 
[xl lYl- Si xyxy admet une X-interprdtation disjointe de (1, xyxy, 1), alors xy est 
imprimitifi 
D6monstration. Soit (q, d, p) une X-interpr6tation de xyxy disjointe de (1, xyxy, 1). 
I1 existe u~P,  U2E Q tels que u lxyxyu2~X +, u~qsX,  et pu2~X. Puisque y est 
primitif, d'apr6s la Proposition 1.7, il existe v~ ~ X +, v2 s X + tels que u~xyxyu2 = v~xv2 
et lul < Iv,I < lu,xyl. 
si Iv,xl> lu xyl, alors, x &ant primitif, y est X-facteur gauche de v2. Par con- 
s6quent, yx est facteur de xyx. D'apr~s la Proposition 1.7, xy est imprimitif. 
Si tv,xl < lu,xyl, alors, x &ant primitif, nous avons v~ =y = u~q. Supposons que 
x soit X-facteur gauche de v2, alors d'apr~s le Lemme 3.1, xy ne peut &re X-facteur 
gauche de v2 et, d'apr~s le Th60r~me 2.1, x 2 ne peut pas &re non plus X-facteur 
gauche de v2. Par cons6quent, y est X-facteur gauche de v2 et xy est facteur de xyx. 
D'apr~s la Proposition 1.7, xy est imprimitif. [] 
Remarque. Nous avons un 6nonc6 identique ~ celui du Lemme 3.4 pour yxyx. 
Lemme 3.5. Soit X = {x, y} c A + off x et y sont primitifs et non conjugu~s tels que 
Ixl lyl. s i  i , j  N + sont tels que w = xyixy j admet une X-interprdtation disjointe de 
(1, w, 1), alors yJ est facteur gauche de yix. 
D6monstration. D'apr~s les Lemmes 3.2 et 3.4, xy iest  imprimitif. Supposons que 
j > i et posons w' = yixy ~. I1 existe ul ~ P, u2 ~ Q tels que ul est facteur droit de x et 
U 1W'U 2 E X +. 
Cas I (y est X-facteur gauche de u~w'u2). Puisque y est primitif, yx est X-facteur 
gauche de u~w'u2. D'apr~s le Th60r~me 2.1 et par pdmitivit6 de x, yxy est X-facteur 
gauche de u~w'u2. Soit k ~ N + tel que yxykx soit X-facteur gauche de u~w'u2. Puisque 
y est primitif, nous avons lyxykl < l uly~xyl, donc k <~/. Par cons6quent, ykx est facteur 
de yxykx et, d'apr~s la Proposition 1.7, xy k est imprimitif. Nous en concluons, 
~a'apr~s la Proposition 1.16, que i =/~ Soit p ~ A + tel que u~y~x =yxy ~-~, pet  u~ sont 
deux facteurs gauches de y de mSme longueur, done p = u~. 
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Si UlW'U2 =yxy~x (respectivement yxy~xy), il existe q ~ A +, facteur gauche de x, 
tel que yx = u~yiq (respectivement yxy = ulyiq). Nous avons u ly Ju2  = u~y~q, donc yJ 
est facteur gauche de yiq et de yix. 
X 
Y Y ~ y Y Y u~ 
I I I I 
U 1 ' ' q Ul I q ' i t I | 
I l 
i ,! ' i 
! 
I I . I i 
Y x Y Y x q 
Si UlW'U 2 ---- yxyix 2, alors lyxl > lu,y'l, car, sinon, x est facteur de y~ et y~ est facteur 
de x 2, ce qui induit rimpdmitivit6 de x d'apr~s la Proposition 1.7. Soit q ~ A +, 
facteur gauche de x, tel que ulyiq = yx~ Si Iq[ > ]Y[, alors y est facteur gauche de q 
et de x, nous sommes donc ramen6s au cas oh u~w'u2 = yxyixy. Si. [q[ < lyl, alors qy 
est facteur gauche de x et il existe v e A + tel que q2y = y~-iv. D'apr~s la Proposition 
1.10, il existe g ~ A +, l ~ A + tels que gl primitif, q2 E (g/)+, y e (g/)+g, et yJ-~-~ ~ (/g)+. 
Nous en d6duisons que j  = i + 1, q E (gl)+, et y est facteur gauche de x. Nous sommes 
encore ramen6s au cas u] w'u2 = yxy~xy. 
X y y x y y y 
I I I I 
, I i q iq  I y ~Ul  ~ tq t  I I I : 
I I I ~ | t I 
I I " - -  I I I , I I 
Y x Y Y x x 
Cas 2 (x est X-facteur gauche de u~w'u2). D'apr~s le Th6or~me 2.1 et par 
primitivit6 de x, xy est X-facteur gauche de u~w'u2. Soit ken  + tel que xykx soit 
X-facteur gauche de ul w'u2. 
Nous avons k t> i car, sinon, ykx est facteur de xykx, d'apr~s la Proposition 1.7, 
xy k est imprimitif, ce qui contredit la Proposition 1.16. Soit p E A +, facteur droit de 
x, tel que ulyix = xyip, p et u~ sont deux facteurs droits de x de m~me longueur, 
donc p = uz. Supposons que k>/ ,  alors yk-i est facteur gauche de u ly Ju2  . Par 
pdmitivit6 de y, nous devons avoir ly~-~l < ]uzyl, par cons6quent, yk-i est facteur 
gauche de u~y et y2k-i est facteur gauche de u ly Ju2  . Nous pouvons recommencer 
jusqu'~ trouver n E N + tel que y,k-i soit facteur gauche de u~y~u2 et ly"k-~l > luly[, 
ce qui contredit la pdmitivit6 de y. Par cons6quent, k = i. 
X 
x y y Y Y Y u 2 
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I 
I 
I 
I 
u I t, u 1 
I 
I 
Y y ~Y Y , 
' , 1 
/ 
X 
Sur la combinatoire des codes fi deux mots 73 
Si UlW'U2 = xY ix (respectivement xyixy) ,  alors il existe q e A +, facteur gauche de 
x, tel que x = u~yiq (respectivement xy = u~yiq). Nous avons u~y~q = ulyJu2, done 
yJ est facteur gauche de y~q et de y~x. 
Supposons que u~w'u2= xyix 2. Si luly'l > Ixl, alors il existe q e A +, facteur droit 
et gauche de y, tel que u~y ~ = xq. Nous avons x = qyJ-iu2, done qy est facteur gauche 
de x et il existe v ~ A + tel que q2y = yr. D'apr~s la Proposition 1.10, il existe g e A ÷, 
I e A ÷ tels que gl primitif, q2 e (gl)+ et y ~ (gl)+g. Nous en d6duisons que q ~ (gl) ÷ 
et que y est faeteur gauche de x. Puisque x = qyJ-~u2, avec q facteur droit de y, eeci 
contredit la pdmitivit6 de y. Par cons6quent, [uy~l < Ix] et il existe q e A +, facteur 
x y y _ x y y y 
u2 
r I I I [ 
* I I i * I 
j I * e 
,lUll q lq Y ,:q!, 
! I | I I 
i ! I I ! 
I , I I 
y y 
X X X 
gauche de x, tel que uly 'q  = x. Nous en d6duisons, comme dans le Cas 1, que y est 
facteur gauche de x et que nous sommes ramen6s au cas oil ulw'u2 = xyixy. [] 
Remarque. Nous avons un 6none6 'sym6trique' pour yJxyix. 
Exemple 3.6. Consid6rons x = ab(aba)2ab et y = aba, nous avons 
x y y x y y y 
ababaabaababaabaababaabaababaabaaba 
x Y Y x Y Y x Y 
Proposition B. Soit X = {x, y} c A + off x et y sont primitifs et non conjuguds tels que 
Ixl >lyl 
S' i l  existe w ~ X + tel que 
- w admet une X-interprdtation disjointe de (1, w, 1), 
- x 2 n'est pas X- facteur  de w, 
- w admet un X- facteur  appartenant d xy+x, 
- Iwl 1> 21xl +21yl ,  
alors il existe i e N + tel que z = Xy iest  imprimitif. 
De plus, w e y* z + xy * et w est facteur d" un mot de z +. 
D6monstration. Chaque X-facteur u de w admet une X-interpr6tation disjointe de 
(1, u, 1). D'apr6s les hypotheses, w admet un X-facteur u 6gal/l xy~x avec i I> 2, ou 
xyxy, ou & yxyx. 
Si u = xy~x avee i ~> 2 (respectivement u = xyxy, u = yxyx) ,  alors, d'apr6s le Lemme 
3.2 (respectivement le Lemme 3.4), z = xy ~ (respectivement z = xy) est imprimitif. 
Notons v~ e X*, v2e X* tels que w = v~uv2.  Supposons que v2# 1. Si v2 admet un 
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X-facteur gauche 6gal & y~x avec j c N +, alors, d'apres les Lemmes 3.2 et 3.4, xyJ 
est imprimitif, donc j=  i (respectivement j = 1) d'apr~s la Proposition 1.16. Nous 
pouvons recommencer avec v~ c X* tel que /3 2 = yixv~ (respectivement 1)2= yxv'2) et, 
ainsi de suite, nous obtenons que 1) 2 C z+xy *. NOUS raisonnons de m6me avec v~ et 
nous en concluons que w c y* z+xy *. 
D'apres le Lemme 3.5, si ykx (respectivement xy ~) est X-facteur gauche (respec- 
tivement droit) de w, alors yk (respectivement y~) est facteur droit de xy ~ (respective. 
ment gauche de yix), donc west facteur d'un mot de z +. [] 
Proposition C. Soit X = {x, y} c A + oil x et y sont primitifs et non conjuguds tels que 
Ixl I> lYl. S'il existe w c y*xy* tel que 
- w admet une X-interprdtation disjointe de (1, w, 1), 
- I wl ~ 21xl + 21Yl, 
alors il existe i c N + tel que z = xy ~ est imprimitif et w est facteur d 'un mot de z +. 
D6monstration. Soient j e I~, k c N tels que w = yJxy k et soient ui e P, U2C Q tels que 
UlWUEe X +. Supposons que j=0 alors, par hypoth~se, lykl>~ IXl+2lyl. D'apr~s le 
Th6or~me 2.1, xEy ne peut 8tre X-facteur droit de ulwu2. Puisque y est primitif et 
que lyku21 ~ [yxyl, y2, yxy, et yx ne peuvent 6tre X-facteurs droit UlWU2. Puisque 
lyk-ll >~ Ixl + [Yl, d'apr~s le th60r~me de Fine et Wilf, x 2 ne peut ~tre X-facteur droit 
de u~wu2. Chacune des valeurs possibles pour un X-facteur droit de u~wu2 est 
contredite, done j # 0. De m~me, k # 0. 
Cas 1 (y est X, facteur gauche ou droit de ulwu2). Supposons, par exemple, que 
y est X-facteur gauche de ulwu2. Puisque y est primitif, yx est X-faeteur gauche 
de ulwu2. D'apr~s le Th60r~me 2.1, yxy est X-facteur gauche de u~wu2. 
Notons i e f~+ tel que yxyix soit X-facteur gauche de UlWU2. Puisque y est primitif, 
nous avons lyxyi[ < luoPxyl, done i<~j. Par cons6quent, yix est facteur de yxyix et, 
d'apr~s la Proposition 1.7, z = xy ~ est imprimitif. 
Si j=  i, alors lyxyil>luly~xl et il existe pc  A +, facteur gauche de y, tel que 
u~y~x =yxy~-~p; pet  Ul sont deux facteurs gauches de y de m~me longueur, done 
p = Ul. Nous en d6duisons que u = xy'xy j admet une X-interpr6tation disjointe de 
(1, u, 1) done, d'apr~s le Lemme 3.5, yk est facteur gauche de y~x. 
Si j>  i, alors lyxyil<lu~yJxl et il existe peA +, ucA  +, tels que py~x=xyiu et 
u~y j-i = yp; pet  u sont deux facteurs gauches de x de m~me longueur, done p = u. 
Par cons6quent, yp est facteur gauche de x (ou de yx) et yJ-~ est facteur gauche de 
x (ou yx). Nous en d6duisons 6galement que u = xy~xy j admet une X-interpr6tation 
disjointe de (1, u, 1). Done, d'apr~s le Lemme 3.5, yk est facteur gauche de y~x. 
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Nous en concluons, dans chacun des cas, que west  facteur d'un mot de z +. 
Cas 2 (x est X-facteur gauche et droit de u~wu2). Nous montrons que si x:  est 
X-facteur gauche (respectivement droit) de u~ wu2. Alors, nous sommes ramen6s au 
cas 03 y est X-facteur gauche (respectivement droit) de ce mot. Supposons, par 
exemple, que x 2 soit X-facteur gauche de u]wu2. D'apr~s le Th~or~me 2.1, x2y est 
X-facteur gauche de u~wu2. Notons i~[~ + tel que x:y~x soit X-facteur gauche de 
ulwu:. Puisque y est primitif, nous avons lu yJxyl > Ix=y'l done j-> i. 
Si lu yJxl <lx2yq (respectivement lulyJxl> Ix2y'l), alors il existe q~ A +, facteur 
droit et gauche de y (respectivement dex), et u e A t tels que y~xq = uxy ~ (respective- 
ment uy~x = xy~q); u et q sont deux facteurs gauches de y (respectivement de x) de 
m6me longueur, done u = p. Nous en d~duisons que yq est facteur droit de x et 
qu'il existe v ~ A + tel que yq2= vy. D'apr~s la Proposition 1.10, il existe g, l~ A t 
tels que gl primitif, y~(gl)+g, et q2~(lg)+. Nous en concluons que q~(lg)  + et 
que y est facteur droit de x. Nous sommes done ramen6s au cas ofl y est X-facteur 
gauche de ulwu2. 
X 
u-  Y Y Y Y Y u -  
. 
I i i 
i 4 I 
x X y y "% y 
Par cons6quent, il reste ~ traiter le cas o6 ulwu2e xy+x. Notons i eN + tel que 
ulwu2 = xyix. Puisque y est primitif, nous avons Ixy]> lu yJl et lyxl> lyku l, done 
[xl > [yi-2l. Par hypoth~se, [yj+k[ >>. [X[ +21Yl, d'ofl j+  k> i. Par cons6quent, il existe 
n, m e •+ tels que i= n+ m, n <<-j, m <~j, et ynxym facteur de xy"+mx. D'apr~s la 
Proposition 1.7, ynxy" et xy ~ sont primitifs. 
Supposons que j > i, alors il existe p, u s A + tels que pynxym "~" IyiU, pet  U sont 
deux facteurs gauches de x de m~me longueur, done p = u. Nous avons u~y j =py" 
et p est facteur droit de xy m, done yJ est facteur droit de xy m+"= xy ~. De m~me, 
k > i implique que yk est facteur gauche de yix. Par cons6quent, west  facteur d'un 
mot de z +. [] 
x 
u lu  y y y y y u 
Y Y Y ~ y Y "~2 
i , I 
I 
P i ,~ u=p 
! I 
X 
Prolmsition D. Soit X = {x, y}c  A + off x et y sont primitifs et conjuguds. Toute 
X-interprdtation de xy est adjacente ti (1, xy, 1). 
D~monstration. Supposons que xy admette une X-interpretation (q, d, p) disjointe 
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de (1, xy, 1) et soient u e P, v e Q tels que uq e X, pv ~ X. Puisque d e X, supposons 
que d = x, en sachant que l'hypoth~se d =y  conduit/t un raisonnement identique. 
Puisque x est primitif, d'apr6s la Proposition 1.7, uq =y. Si pv =y, alors xy est 
facteur de yxy, donc xy est imprimitif, ce qui contredit la Proposition 1.15. Done 
! 
I I U 
Z 
× Y 
pv= x. 
| i 
I I 
q I Ul=P "i 
I 
y v. × 
! 
u2:v  P II 
I 
V 
Soient ul, u2EA + tels que x=qu l=u lu  2 et y=u2p.  Nous avons IqJ=lu2[ et 
[Pl = lud, Pet  u~ sont deux facteurs gauches de x de m6me longueur, done p = u~ 
et u2=v. Nous avons qpE=xp=pvp=puq.  D'apr~s la Proposition 1.10, il existe 
g, I e A + tels que gl primitif, pu ~ (gl)+, et p2 ~ (/g)+. Nous en d6duisons que p e (/g)+ 
et p ~ (gl)+, ce qui contredit, d'aprbs la Proposition 1.6, la pdmitivit6 de gl. [] 
Lemme 3.7. Soit X = { x, y} c A ÷ off x et y sont primitifs et non conjuguds. Si w ~ x + u y+ 
admet une X-interprdtation disjointe de (1, w, 1), alors [wJ < 2Ix[ + 2[yl. 
D6monstration. Supposons, par exemple, que Ixl ~ ]yl. D'aprbs le Corollaire 2.2, si 
w~x +, alors [wJ<~2JxJ. Si wey +, soit (q ,d ,p)  une X-interpr&ation disjointe de 
(1, w, 1). I1 existe ul e P, u2e Q tels que ulq e x ,  pu2 e x ,  et u~wu2e x +. D'aprbs le 
Th60r~me 2.1 et par primitivit6 de y, w'= ulwu2e {x 2, x a, x2y, yx 2, xy, yx, yxy}. Si 
W'E{X2, X3}, alors, d'apr~s le th6or~me de Fine et Wilf, Iwl<lxl+lyl. Si w'e 
{x2y, yx2}, alors, d'apr~s le th60r~me de Fine et Wilf, [w]<Jxl+2JyJ. Si w'e 
{xy, yx, yxy}, alors Iwl <lxl+EJyl. [] 
Lemme 3.8. Soit X = {x, y}c  A + un code. S ix  est facteur gauche d'un mot w de X + 
dont y est X-facteur gauche, alors x est facteur gauche d'un mot de y +. 
D6monstration. Si Ix[ < lyl ou si w e y+, le r6sultat est 6vident. Sinon, notons i~ N + 
tel que yix soit X-facteur gauche de w. Si Ix[ < lyq, le r6sultat est vrai. Sinon, il 
existe v e A + tels que y~x = xv. D'apr~s la Proposition 1.10, il existe g, I e A + tels 
que gl est primitif, y~ ~ (gl) +, et x ~ (gl)+g. Nous en d6duisons que y e (gl) + et que 
x est facteur gauche d'un mot de y+. [] 
Remarque. L'6nonc6 du Lemme 3.8 reste vrai en rempla~ant gauche par droit. 
Th6or~me 3.9. Soit X = {x, y} c A + un code. Si w e X +, tel que jw[ >/[x[ + 2ly[, admet 
une X-interprdtation disjointe de (1, w, 1), alors l'une des conditions uivantes est 
vdrifi~e : 
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(1) x et y sont puissances de deux roots conjugu~s et w ~ x+u y+, 
(2) x et y ne sont pas puissances de deux roots conjuguds et il existe z ~ x*y u xy* 
imprimitif tel que w est facteur d 'un mot de z +. 
D6monstration. Supposons d'abord que x et y sont primitifs. S ix  et y sont conjugu6s, 
les roots de x+uy + admettent deux X-interpr6tations disjointes et, d'apr~s la 
Proposition D, ce sont les seuls. Sinon, supposons, par exemple, que Ixl >/lYl. D'apr~s 
le Corollaire 2.2, x 3 n'est pas X-facteur de w. Si w admet x 2 comme X-facteur, 
alors, d'apr~s la Proposition A, z = x2y ¢st imprimitif et west  X-facteur d'un mot 
de z +. 
Sinon, w admet comme X-faeteur un mot de xy+x ou de y*xy*. D'apr~s les 
Propositions Bet  C, il existe i e N + tel que z = xy i est imprimitif  et west  faeteur 
d'un mot de z +. 
Consid~rons le eas g~n6ral. D'apr~s la Proposition 1.3, il existe uv ~ A + primitif 
et h, k e N + tels que x = u het  y = v k. Notons Y = {u, v}. Si u et v sont eonjugu~s, 
alors les roots de x + u y+ admettent deux X-interpretations disjointes, et ee sont les 
seuls. Si u et v ne sont pas eonjugu~s et si w ~ x + (respeetivement w ~ y+), alors, 
d'apr~s le Lemme 3.2, x (respeetivement y) n'admet pas de Y-interpretation disjointe 
de~l,  w, 1), done x (respeetivement y) est imprimitif. 
Nous supposons, d6sorrnais, que u et v ne sont pas eonjugu6s et que w ~ x + w y+ 
Nous pouvons d6finir ~ partir d'une X-interpr6tation de w disjointe de (1, w, 1) une 
Y-interpr6tation (q, d, p) de w. Soient ul, u: e A + tels que ulq ~ Y, pu2 ~ Y, et ulwu2 
y* .  
Si (q, d,p)  est Y-adjaeente ~ (1, w, 1), alors il existe wx, w2, w', ha, h2~ Y* tels 
que w = w~w'w2, u~wuz = hlw'hz, ulw~ = h~, wzu2 = h2, w'~ u* u v* et tels que, si 
w~ ¢ 1 (respeetivement w2 # 1), alors w~ et hi (respeetivement wz et h2) ont run u 
et l'autre v eomme Y-facteur droit (respeetivement gauche). D'apr~s la Proposition 
1.13, si w~# 1 (respeetivement w2¢1),  alors [wll<lul+lv[ (respeetivement ]w2]< 
lu]+]v[), done wl ~ {u, v} (respeetivement wz~ {u, v}). Par hypoth~se sur ]w[, nous 
avons w '# 1. Supp0sons, par exemple, que w'e u +, alors x est imprimitif. Puisque 
w ~ x + u y+, nous avons w~ = vou  w2 = v. Si wl = v alors, d'apr~s le Lemme 3.8, w~ 
est faeteur droit d'un mot de u +. De m~me si w2 = v, alors, d'apr~s le Lemme 3.8, 
w: est faeteur gauche d'un mot de u +. Par consequent, west  faeteur d'un mot de x +. 
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Si (q, d ,p )  est Y-disjointe de (1, w, 1), alors, d'apr~s la premiere partie de la 
d6monstration, il existe z e u+v u uv +, imprimitif, tel que west  facteur d'un mot de 
z ÷. Montrons que wex÷yuxy  +. Supposons, par exemple, que [u[>~[v[. Alors, 
d'apr~s le Corollaire 2.2, u 3 n'est pas Y-facteur de w, donc h = 1 ou h = 2. Si u 2 est 
Y-facteur de w, alors z = u2v et west Y-facteur d'un mot de (u2v) +, par cons6quent 
k = 1 et z e x+y. Si u 2 n'est pas Y-facteur de w, alors h = 1, il existe i~ N + tel que 
z = uv i et uviu est Y-facteur de w, par cons6quent i est multiple de k et z ~ xy +. [] 
Exemple 3.10. Consid6rons x = baba et y = aba, nous avons 
y ~c 
abab.abababa 
4. Mots imprimitifs et X-primitifs 
Le r6sultat suivant permet de ramener la recherche de mots imprimitifs et X- 
primitifs ~ celle de mots de X* admettant deux X-interpr6tations disjointes. 
Proposition 4.1. Soit X c A + un code. Si w ~ X + est imprimitif  et X-primitif, alors w 
admet une X-interprdtation disjointe de (1, w, 1). 
D6monstration. II existe g e A +, primitif, et n e N + tels que w = g". Par hypoth~se 
sur w, g n'appart ient pas ~ X + et n/> 2. Nous avons wg = gw, notons u, le plus 
court X-facteur gauche de w tel que [gu,[ > [w,[. II existe q ~ A* ,  u2~X*  tels que 
wq = gu,, g = qu2, et w = u, u2; q n'appartient pas ~ X* car, sinon, g = qu2 ~ X +. Par 
d6finition de u,, Iql est strictement inf6rieure fi celle du X-facteur droit de u, 
W 
t : i 
J 
I q , 
! : u 3 
g 
p ! q 
I 
u I u 2 
appartenant ~tX. Soient p e A +, u3 e X*, d e X* tels quepq e X, ul = u3pq, et d = u2u3. 
Alors, (q, d ,p )  est une X-interpr6tation de w disjointe de (1, w, 1). En effet, si 
(q, d ,p )  est adjacente ~(1, w, 1), alors il existe wl, w2, d,, dEe X*  tels que w = w, w2, 
d - d, d2, w, = qdl, et w2 = d2p. Par cons6quent, w, = qd, e X*  et d2pq = w2q e X* .  
Nous en d6duisons, d'apr~s la Proposition 1.2, que q e X*, ce qui est contradic- 
toire F-]. 
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Les Propositions A, B, et D permettent d'&ablir le r6sultat suivant. 
Th~or~me 4.2. Soit X = {x, y} c A + un code. Si l' ensemble ~g des roots de X ÷ imprimitifs 
et X-primitifs est non vide, alors 
(1) x et y ne sont pas puissances de deux roots conjugu~s, 
(2) x+ y u xy + contient un mot imprimitif  z, et 
(3) ~ est l 'ensemble des X-conjugu#s de z. 
D6monstration. Supposons que x et y sont primitifs. S ix  et y sont conjugu6s, alors, 
d'apr~s la Proposition D, ~f est vide. Supposons maintenant que x et y ne sont pas 
conjugu6s. Consid6rons w ~ ~f. Tout X-conjugu6 u de west imprimitif et X-primitif 
donc admet, d'apr~s la Proposition 4.1, une X-interpr6tation disjointe de (1, u, 1). 
Par cons6quent, x 3 ne peut &re X-facteur d'un X-conjugu6 de w. S ix  2 est X-facteur 
d'un X-conjugu6 u de w, nous pouvons supposer que x 2 est X-facteur gauche de 
u et y est X-facteur droit de u. D'apr~s la Proposition 1.6, x2y est imprimitif et 
u e (x2y) +, donc u = x2y. S ix  2 n'est X-facteur d'aucun X-conjugu6 de w, il existe 
u, X-conjugu6 de w, tel que x soit X-facteur gauche de u et y est X-facteur droit 
de u. Supposons que u ~ xy +, alors, d'apr~s la Proposition B, il existe i e N + tel que 
xy ~ est imprimitif et u ~ (xyi )  +. Par cons6quent, u e xy +. 
Consid6rons le cas g6n6ral. D'apr~s la Proposition 1.3, il existe u, v e A ÷ primitifs 
et h, keN+ tels que x=u h et y=v k. Notons Y={u,v} .  Consid6rons w e~ et 
montrons que west Y-imprimitif. Supposons que w = h n avec h ~ Y+. Nous pouvons 
toujours supposer que u est Y-facteur gauche de w et que vest  Y-facteur droit de 
w. Alors, u et v sont repectivement Y-facteurs gauche et droit de h, donc h ~ X +, 
ce qui est contradictoire. D'apr6s la premi6re partie de la d6monstration, u÷v w uv ÷ 
contient un mot imprimitif et w est Y-conjugu6 de ce mot. Par cons6quent, ~f est 
l'ensemble des X-conjugu6s d'un mot de x+y u xy +. [] 
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